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with	  contribu4ons	  from	  	  	  
	  
	  

Z.	  Kukelova,	  M.	  Bujnak,	  A.	  Torii,	  T.	  Schilling,	  J.	  Heller,	  	  
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3	  D	  	  	  R	  E	  C	  O	  N	  S	  T	  R	  U	  C	  T	  I	  O	  N	  	  	  	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  F	  R	  O	  M	  	  	  P	  H	  O	  T	  O	  G	  R	  A	  P	  H	  S	  









3	  D	  	  	  	  r	  e	  c	  o	  n	  s	  t	  r	  u	  c	  t	  i	  o	  n	  	  	  p	  i	  p	  e	  l	  i	  n	  e	  

	  300	  users	  
	  2000	  scenes	  
	  5000	  rec’s	  
	  See	  the	  proceedings	  …	  



O U T L I N E 

1.  Key	  elements	  of	  3D	  reconstruc4on	  
	  	  

1.  Camera	  rela4ve	  pose	  computa4on	  
2.  From	  point	  clouds	  to	  surfaces	  

2.  Applica4ons	  



K	  e	  y	  	  	  e	  l	  e	  m	  e	  n	  t	  s	  	  	  o	  f	  
	  
3	  D	  	  	  R	  E	  C	  O	  N	  S	  T	  R	  U	  C	  T	  I	  O	  N	  



1.	  SFM:	  Images	  &	  EXIFs	  	  	  	  	  	  →	  	  	  	  Cameras	  poses	  	  	  →	  	  Sparse	  point	  cloud	  

2.	  MVS:	   	  →	   	  	  	  	  	  	  	  	  	  3D	  Surface	   	  	  	  	  	  	  →	   	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  Texture	  	  

3D	  Reconstruc4on	  from	  Photographs	  	  



R	  E	  L	  A	  T	  I	  V	  E	  	  	  	  C	  A	  M	  E	  R	  A	  	  	  	  P	  O	  S	  E	  
	  
P	  R	  O	  B	  L	  E	  M	  



S	  O	  L	  U	  T	  I	  O	  N	  S 	   	   	   	   	  2004(6-‐12)	  
	  
An	  old	  important	  problem	  (Grunnert	  1841	  …)	  with	  new	  solu4ons:	  
	  
D.	  Nister.	  An	  efficient	  solu-on	  to	  the	  five-‐point	  rela-ve	  pose	  
IEEE	  PAMI,	  2004.	  
	  
H.	  Stewenius,	  C.	  Engels,	  and	  D.	  Nister.	  Recent	  developments	  on	  direct	  rela-ve	  	  
orienta-on	  	  
ISPRS	  J.	  of	  Photogrammetry	  and	  Remote	  Sensing,	  2006.	  
	  
Z.	  Kukelova,	  M.	  Bujnak,	  T.	  Pajdla	  
Polynomial	  eigenvalue	  solu-on	  to	  the	  5-‐pt	  and	  6-‐pt	  rela-ve	  pose	  problems	  
BMVC	  2008	  
	  
H.	  Li,	  R.	  Hartley.	  An	  Efficient	  Hidden	  Variable	  Approach	  to	  Minimal-‐Case	  	  
Camera	  Mo-on	  Es-ma-on	  
PAMI	  2012	  



Algebraic	  equa4ons	  

solve	  

R E L A T I V E   C A M E R A   P O S E    P R O B L E M 

1 2 



RANSAC	  (RANdom	  SAmpling	  Consensus)	  

2.  Compute	  F	  by	  solving	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  (not	  so	  trivial)	  

3.  Count	  the	  number	  of	  good	  matches	  

Return	  the	  largest	  set	  of	  good	  matches	  

1	   2	  

3	  

4	   5	  

1	   2	  

3	  

4	  
5	  

M	  I	  N	  I	  M	  A	  L	  	  	  P	  R	  O	  B	  L	  E	  M	  S	  	  	  &	  	  	  R	  A	  N	  S	  A	  C	  

5	  (correct)	  matches	  	  
are	  sufficient	  	  
to	  compute	  F	  

	  

(but	  there	  are	  many	  
incorrect	  tenta4ve	  

matches)	  

1.  Generate	  random	  5-‐tuples	  of	  matches	  



#	  	  of	  	  	  R	  A	  N	  S	  A	  C	  	  	  SAMPLES	  	  for	  	  PROB.	  of	  MISS	  <	  5%	  



S	  P	  A	  R	  S	  E	  	  	  M	  A	  T	  C	  H	  E	  S	  	  	  b	  e	  t	  w	  e	  e	  n	  	  	  T	  W	  O	  	  V	  I	  E	  W	  S	  

cameras 

3D points 



F	  I	  S	  H	  –	  E	  Y	  	  E	  	  	  I	  M	  A	  G	  E	  	  	  S	  E	  Q	  U	  E	  N	  C	  E	  

Features	  
Tracks	  
Matches	  



R	  E	  L	  A	  T	  I	  V	  E	  	  	  	  C	  A	  M	  E	  R	  A	  	  	  	  P	  O	  S	  E	  
	  
P	  R	  O	  B	  L	  E	  M	  
	  
	  
	  
E	  S	  S	  E	  N	  T	  I	  A	  L	  	  	  (F)	  	  	  M	  A	  T	  R	  I	  X	  	  	  	  
	  

C	  O	  M	  P	  U	  T	  A	  T	  I	  O	  N	  



F O R M U L A T I O N 

Algebraic	  equa4ons	  



E Q U A T I O N S 

…	  	  	  Epipolar	  constraint	  (1	  eq	  per	  match)	  
	  

…	  	  	  Fundamental	  matrix	  (1	  eq)	  
	  

...	  	  	  Essen4al	  matrix	  (9	  eqns)	  

collinear	  



U N K N O W N S 

9 unknowns but only 8 have to be found (F up to scale) 

 →  we need at least 8 independent equations 



1 equation,  degree 3 

9 equations, degree 3 

10 equations but only 3 “independent” 

8 = 3 + 5 

→  5 more equations needed 

E Q U A T I O N S 



5   E Q U A T I O N S   f r o m   i m a g e   p o i n t s 

5 linear equations: 



E L I M I N A T I N G   U N K N O W N S 

5 linear equations: 

can be written in a matrix form 



E L I M I N A T I N G   U N K N O W N S 

known 

new unknowns 



E L I M I N A T I N G   U N K N O W N S 

F is up to scale → choose a representative by setting w = 1 

3 unknowns  x, y, z 

10  3rd order equations in  
      3 unknowns x, y, z 

... 4 unknowns 

substitute 



10  3rd order equations in  
      3 unknowns (x, y, z) 

S O L V I N G   I T 

How? 

?	  



E	  S	  S	  E	  N	  T	  I	  A	  L	  	  	  (F)	  	  	  M	  A	  T	  R	  I	  X	  	  	  	  
	  
C	  O	  M	  P	  U	  T	  A	  T	  I	  O	  N	  

	  
T	  H	  E	  	  	  F	  A	  S	  T	  E	  S	  T	  	  	  (available)	  	  S	  O	  L	  U	  T	  I	  O	  N	  

Idea	  (1567	  μs)	  
Z.	  Kukelova,	  M.	  Bujnak,	  T.	  Pajdla	  
Polynomial	  eigenvalue	  solu-on	  to	  the	  5-‐pt	  and	  6-‐pt	  rela-ve	  	  
pose	  problems	  
BMVC	  2008	  
	  
Efficient	  implementa4on	  (34	  μs)	  
H.	  Li,	  R.	  Hartley.	  	  
An	  Efficient	  Hidden	  Variable	  Approach	  to	  Minimal-‐Case	  Camera	  	  
Mo-on	  Es-ma-on	  
PAMI	  2012	  



1	  	  	  U	  N	  K	  N	  O	  W	  N	  	  	  	  →	  	  	  	  E	  I	  G	  E	  N	  V	  A	  L	  U	  E	  S	  

1	  equa4on,	  1	  variable	  

...	  a	  simple	  rule	  

→	  	  companion	  matrix	  	  →	  	  eigenvalues	  



E	  I	  G	  E	  N	  V	  A	  L	  U	  E	  S	  	  	  	  S	  O	  L	  V	  E	  	  	  	  A	  L	  G	  	  	  	  E	  Q	  N	  S	  

linear	   bilinear	  (linear	  in	  λ)	  

Eigenvalues	   solve	   a	   special	  	  
system	  of	  algebraic	  eqns	  via	  
the	  hidden	  variable	  method	  



P	  O	  L	  Y	  N	  O	  M	  I	  A	  L	  	  	  E	  I	  G	  E	  N	  V	  A	  L	  U	  E	  	  	  S	  O	  L	  U	  T	  I	  O	  N	  

“Hide”	  y	  (the	  “hidden	  variable	  method”)	  	  

m	  equa4ons,	  n	  variables	  	  	  

2	  ×	  3	  matrix	  →	  ∞	  sols	  !!!	  	  →	  
!?	  



P	  O	  L	  Y	  N	  O	  M	  I	  A	  L	  	  	  E	  I	  G	  E	  N	  V	  A	  L	  U	  E	  	  	  S	  O	  L	  U	  T	  I	  O	  N	  

	  →	  	  	  add	  	  

“Hide”	  y	  (the	  “hidden	  variable	  method”)	   



P	  O	  L	  Y	  N	  O	  M	  I	  A	  L	  	  	  E	  I	  G	  E	  N	  V	  A	  L	  U	  E	  	  	  P	  R	  O	  B	  L	  E	  M	  

Quadra4c	  eigenvalue	  problem	  
⇔

 
…	  generaliza4on	  of	  

…	  can	  be	  rewripen	  as	  

Generalized	  eigenvalue	  problem	  

Higher	  order	  PolyEigs:	  
A.	  Wallack,	  I.	  Z.	  Emiris,	  D.	  Manocha.	  	  
MARS	  -‐	  A	  Maple-‐Matlab-‐C	  	  
Resultant-‐based	  Solver.	  



6-‐pt	  	  U	  N	  K	  N	  O	  W	  N	  	  	  f	  	  	  C	  A	  M	  E	  R	  A	  	  	  R	  E	  L	  A	  T	  I	  V	  E	  	  	  P	  O	  S	  E	  

Epipolar	  constraint	  

9	  unknowns	  –	  6	  correspondences	  	  =	  3	  dimensional	  nullspace	  

Fundamental	  matrix	  is	  singular 

Transfer	  F	  to	  the	  essen4al	  matrix	  

Constraints	  on	  E 



•  10 x 3rd and 5th order polynomial equations in 3 variables        and         
                with 30 monomials  

6-‐pt	  	  U	  N	  K	  N	  O	  W	  N	  	  	  f	  	  	  C	  A	  M	  E	  R	  A	  	  	  R	  E	  L	  A	  T	  I	  V	  E	  	  	  P	  O	  S	  E	  

•      Quadratic polynomial eigenvalue problem (in MATLAB) 



1.	  SFM:	  Images	  &	  EXIFs	  	  	  	  	  	  →	  	  	  	  Cameras	  poses	  	  	  →	  	  Sparse	  point	  cloud	  

2.	  MVS:	   	  →	   	  	  	  	  	  	  	  	  	  3D	  Surface	   	  	  	  	  	  	  →	   	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  Texture	  	  

3D	  Reconstruc4on	  from	  Photographs	  	  



F	  R	  O	  M	  	  	  P	  O	  I	  N	  T	  	  	  C	  L	  O	  U	  D	  S	  	  	  T	  O	  	  	  
	  
S	  U	  R	  F	  A	  C	  E	  S	  



Plane	  sweeping	  
	  

•  Known	  camera	  poses	  and	  calibra4on	  (from	  SFM)	  
•  Corrected	  perspec4ve	  images	  
•  Camera	  neighborhood	  graph	  by	  intersec4ng	  view	  cones	  
•  Sweeping	  planes	  with	  mul4ple	  orienta4ons	  
•  Cross	  correla4on	  (GPU)	  

M	  V	  S	  	  –	  	  M	  U	  L	  T	  I	  V	  I	  E	  W	  	  	  S	  T	  E	  R	  E	  O	  
	  

1.  Making	  a	  point	  cloud	  	  



M	  V	  S	  	  –	  	  M	  U	  L	  T	  I	  V	  I	  E	  W	  	  	  S	  T	  E	  R	  E	  O	  
	  

2.  Surface	  from	  a	  point	  cloud	  	  

Surface	  by	  st-‐cut	  of	  a	  graph	  
	  

•  Point	  clustering	  reduces	  the	  number	  of	  points	  
•  Based	  on	  visibility,	  i.e.	  does	  not	  use	  images	  (which	  makes	  it	  faster)	  
•  Semi-‐global	  =	  space	  par44oned	  into	  boxes,	  which	  are	  solved	  separately	  

but	  visibility	  constraints	  are	  shared	  between	  the	  neighboring	  boxes	  
•  can	  solve	  1k	  (2-‐3	  MPix)	  images	  in	  an	  hour	  (Capturing	  Reality	  impl.)	  



Cameras	  from	  SFM	  and	  points	  from	  plane	  sweeping	  

cameras 
points 



Weigh4ng	  the	  dual	  graph	  (Delaunay	  tatrahedraliza4on)	  

A ray 



Surface	  =	  s-‐t	  cut	  through	  the	  dual	  graph	  	  

s = empty 

t = full 



P.	  Labatut,	  J.-‐P.	  Pons,	  R.	  Keriven.	  (→	  Accute3D)	  
Efficient	  Mul4-‐View	  Reconstruc4on	  of	  Large-‐Scale	  Scenes	  using	  Interest	  Points,	  	  
Delaunay	  Triangula4on	  and	  Graph	  Cuts.	  
ICCV	  2007	  	  
	  
M.	  Jancosek,	  T.	  Pajdla.	  (CMPMVS	  →	  Capturing	  Reality)	  
Mul4-‐View	  Reconstruc4on	  Preserving	  Weakly-‐Supported	  Surfaces.	  
CVPR	  2011	  

Binary available for CMPMVS 
 

http://ptak.felk.cvut.cz/sfmservice/websfm.pl?menu=cmpmvs 

M	  V	  S	  	  –	  	  M	  U	  L	  T	  I	  V	  I	  E	  W	  	  	  S	  T	  E	  R	  E	  O	  
	  

2.  Surface	  from	  a	  point	  cloud	  	  



A	  p	  p	  l	  i	  c	  a	  t	  i	  o	  n	  s	  	  	  	  o	  f	  
	  
3	  D	  	  	  R	  E	  C	  O	  N	  S	  T	  R	  U	  C	  T	  I	  O	  N	  
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Founded	  2014	  	  
Michal	  Jancosek	  (co-‐founder)	  
Formerly	  at	  CTU	  in	  Prague	  
PhD	  student	  of	  T.	  Pajdla	  

	  
Mar4n	  Bujnak	  (co-‐founder)	  
Formerly	  at	  CTU	  in	  Prague	  
PhD	  student	  of	  T.	  Pajdla	  
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