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Abstract—This paper derives an analytical model of the elec-
trostatic transduction of a capacitive micromachined ultrasonic
transducer (CMUT) with mechanically coupled plate actuators.
The mass of the coupling geometry significantly affects the dy-
namic deflection shape of the plate actuators. As the electrostatic
transduction of a CMUT depends on the distance between both
electrodes of these capacitive systems, the static and dynamic
deflection shapes are taken into account for the small signal
electrostatic behavior. The analysis of the electrostatic lumped
elements, varying with the bias voltage, reveals a dependence on
the deflection shape. A comparison with finite element simulations
shows good agreement with the analytical model.

Index Terms—CMUT, modeling, superposition, electrostatics

I. INTRODUCTION

Capacitive micromachined ultrasonic transducers (CMUTs)
are multiphysical systems, exchanging energy between differ-
ent physical domains. The most important domains enabling
the principle operation of a CMUT are mechanics, electrostat-
ics and acoustics. The mechanical structure is the connection
between the other two physical fields. The electrostatic field
directly converts electrical energy into mechanical energy or
vice versa.

A CMUT is realized as a variable capacitor consisting of
a fixed and flexible electrode. An applied voltage above both
electrodes causes an electrostatic field generating an attractive
force in transmit mode. The resulting deformation of the flex-
ible electrode can generate acoustic waves. When the CMUT
works in receive mode, an incoming pressure wave deforms
the flexible electrode, which is measurable as capacitance
change. Obviously, the transmit and receive behavior, e. g.
the sensitivity, depends on this electro-mechanical transduction
mechanism [1].

In this paper we derive a model for the electrostatic small
signal operation of a CMUT with mechanically coupled plate
actuators (Fig. 1). The structure consists of two levels: several
plate actuators and a roof structure. The electro-mechanical
conversion takes place at the plate actuators, which are excited
by the force of the electrostatic field in transmit mode. The
motion of the flexible actuators is transferred to the roof
structure via the pillars at the actuator centers. The roof plate
acts as sound source, separating the electrostatic and acoustic
geometry in comparison to a conventional CMUT.

Electrostatic plate actuators

Sound transmitting and 
receiving roof plate

Motion transferring 
pillars

Fig. 1. Schematic representation of a CMUT with mechanically coupled plate
actuators, transferring their motion to the sound transmitting roof structure in
transmit mode.

II. 1D ANALYTICAL MODEL

An electro-mechanical system can be described as spring
mass damper system, consisting of the mass m, the spring
constant k and the damping constant b. It is excited by an
electrostatic force

Fel =
U2

2

∂C

∂w
, (1)

i. e. the force depends on the electrical voltage U , the ca-
pacitance C and the deflection w of the flexible electrode,
affecting the gap of the capacitor. The linearized dynamic force
equilibrium

mẅAC + bẇAC + kwAC = NuAC + kelwAC (2)

is determined by the small signal amplitude wAC around the
static operation point of the system [1]. The transformation
factor

N =
∂Fel

∂U

∣∣∣∣
UDC,wDC

= UDC
∂C

∂w

∣∣∣∣
UDC,wDC

(3)

and the electrostatic stiffness

kel =
∂Fel

∂w

∣∣∣∣
UDC,wDC

=
U2
DC

2

∂2C

∂w2

∣∣∣∣
UDC,wDC

(4)

are the lumped electrostatic parameters in case of a small sig-
nal operation. These parameters depend on the static deflection
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Fig. 2. Schematic representation of the analytical CMUT model. Approxi-
mation of the mechanically coupled structure (top) as a single electrostatic
plate actuator with a point mass mC, representing the inertial impact of a
hexagonal roof substructure (bottom).

wDC, the DC voltage UDC and the capacitance C(w) of the
system as function of the deflection. We present a model,
calculating the electrostatic stiffness and the transformation
factor for a CMUT, according to Fig. 1.

A. Deflection shape of a circular plate actuator

The deflection shape of the fundamental actuator mode can
be calculated analytically if the mechanically coupled CMUT
is approximated as single plate actuator with a point mass mC

(Fig. 2). As explained in [2], the following assumptions enable
the calculation of the dynamic deflection shape:

i) Uniform motion of the roof plate;
ii) The point mass represents the inertial impact of the

hexagonal roof substructure, that is transferred to the
plate center via the pillar;

iii) The same inertial force on each actuator;
iv) Thin circular actuator plate with small deflections;
v) Local stiffening of the actuator due to the pillar is

neglected;
vi) Fixed clamping of the actuator.

With these assumptions the axisymmetric shape of deflec-
tion can be expressed by means of an approximation function

wdyn(r, c) = wAC wdyn,0

= wAC

(
2

c− 2
r c − c

c− 2
r 2 + 1

)
, (5)
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Abbildung 1.10: Veränderung der Biegelinie mit stetig zunehmender Punktmasse im Be-
reich 0 ≤ rmass ≤ 1. Für M assenverhältnisse rmass > 1 ähnelt die genä-
herte Biegelinie stark der statischen Biegelinie bei Belastung mit einer
Zentrumskraft (1.31) und konvergiert für rmass →∞ gegen diese.

als die schwere Masse der Platte ist, d.h. rmass < 1. Weder die Trägheitskraft der Zen-
trumsmasse noch die träge Wirkung der verteilten Aktormasse dominieren das Schwin-
gungsverhalten. Aufgrund dieser Tatsache lässt sich die Eigenfrequenz durch kleine Ver-
änderungen der Zentrumsmasse sowohl bei der betrachteten gekoppelten Struktur als
auch bei konventionellen CMUTs einstellen. Jedoch ist ein feines Einstellen der Eigen-
frequenz bei einem mechanischen gekoppelten System in diesem Bereich im Allgemei-
nen schwierig, da für eine möglichst gleichmäßige Bewegung der Dachplatte eine starre
Dachstruktur benötigt wird. Starre Strukturen sind meist deutlich dicker und schwerer als
die Aktorplatte, besonders bei der Verwendung gleicher Materialien. Um diesen Bereich
dennoch zu nutzen, müsste ein leichtes (geringe Dichte) und gleichzeitig steifes Material
(hohes Elastizitätsmodul) für die Dachstruktur verwendet werden.

1.3.5 Konzentrierte Parameter eines Plattenaktor mit Zentrumsmasse

Wie bereits im Abschnitt ?? erläutert wurde, ermöglichen Elemente mit konzentrierten
Parametern und die daraus aufgestellten Netzwerkmodelle die schnelle Signalanalyse
von Systemen und als Bauelementblock die Kombination mit anderen schaltungstechni-
schen Elementen. Dabei können die Netzwerkmodelle mit rein linearen Elementen be-
trachtet werden oder mit hinterlegten Kennlinien für die einzelnen konzentrierten Parame-
tern der Schaltung auch nichtlinear untersucht werden, z.B. mit Programmen wie Matlab
Simulink.
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Fig. 3. Actuator deflection shape in dependence of the mass ratio rmass.

separated into a constant deflection shape wdyn,0 and a time
varying amplitude wAC [3]. The optimization parameter c
depends on the mass ratio

rmass =
mC

mP
(6)

of the point mass mC and the geometrical mass mP of the
circular plate. The shape of deflection is defined as function
of the normalized radial coordinate r = r′/a with the radius
a of the circular plate (Fig. 2). With increasing mass ratio the
shape of deformation changes significantly (Fig. 3). For large
mass ratios (rmass > 1) the dynamical deformation converges
to the static deflection shape of a circular plate loaded with a
center force (Fig. 3) [2].

B. Electrostatic superposition model

The electrostatic lumped parameters are derived by calcu-
lating the capacitance C in dependence of a single deflection
shape, e. g. the static or dynamic deflection shape of a circular
plate [4]. Afterwards the transformation factor and electrostatic
stiffness can be determined with the first and second derivation
of the capacitance according (3) and (4).

As the dynamic deflection shape of a CMUT with mechan-
ically coupled plate actuators depends on the roof mass, static
and dynamic deflection shapes can vary. In the static case, the
inertial impact of the roof mass can be neglected. According
to assumptions iv) – vi) the static shape of deflection defining
the operation point of a circular plate is [4]:

wstat(r) = wDC wstat,0 = wDC(1− r2)2. (7)

The static shape function consists of a constant shape wstat,0

and a static amplitude wDC, which depends on external loads,
e. g. the electrostatic pressure [4].

For the model description of a CMUT with mechanically
coupled plate actuators (Fig. 2), we assume that the actuator
plate vibrates according to (5) around the static deflection
shape. The deflection superimposed yields the total capaci-
tance

C = 2πa2ε0

∫ 1

0

r

g0 − wstat(r)− wdyn(r, c)
dr (8)
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in dependence of the electrostatic gap g0 and the absolute
permittivity ε0 for the axisymmetric vibration [4].

As the plate oscillates with the small signal amplitude wAC

the first derivation

∂C(wDC, wAC, c)

∂wAC
= 2πa2ε0

∫ 1

0

rw2
dyn,0(r, c)

[g0 − wstat(r)]
2 dr (9)

and second derivation

∂2C(wDC, wAC, c)

∂w2
AC

= 2πa2ε0

∫ 1

0

rw2
dyn,0(r, c)

[g0 − wstat(r)]
3 dr (10)

of (8) according to wAC has to be calculated for the transfor-
mation factor N and electrostatic stiffness kel.

With (3) and (9), a normalized transformation factor

Nnorm =
Ng20

UDC2πa2ε0
=

∫ 1

0

rw2
dyn,0(r, c)[

1− wDC

g0
wstat,0(r)

]2 dr (11)

that depends only on the deflection shapes and the normalized
DC deflection wDC/wPI can be defined.

In the same manner a normalized electrostatic stiffness is
defined

knormel =
kelg

3
0

U2
DCπa

2ε0
=

∫ 1

0

rw2
dyn,0(r, c)[

1− wDC

g0
wstat,0(r)

]3 dr. (12)

The pull-in deflection wPI is the maximum deflection before
the flexible electrode moves unrestrained to the fixed electrode.
In case of a thin circular plate, the pull-in occurs at 46% of the
electrostatic gap g0. This deflection point can be determined
by solving [4], [5]

∂Em

∂wDC

∂2C

∂w2
DC

− ∂2Em

∂w2
DC

∂C

∂wDC
= 0 (13)

with the mechanical energy

Em =
1

2
kstatw

2
DC. (14)

The mechanical stiffness in case of a static plate deformation
is

kstat = 20.87
πD

a2
, (15)

with the flexural rigidity D [2].
The normalized electrostatic stiffness increases in depen-

dence of the normalized DC deflection for the conventional
approach with a single deflection shape as well as for the
superposition approach (Fig. 4). This can be observed for both
a small (rmass < 1) and large mass ratio (rmass ≥ 1).

The relative deviation
knormsuperpos − knormstat

knormstat

100% (16)

between the electrostatic stiffnesses knormsuperpos and knormstat based
on the superposition approach and solely on the static deflec-
tion shape provides a detailed insight in the difference between
both modeling approaches.

In case of a circular plate without a center mass (rmass = 0),
the stiffness based on the superposition approach is less
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definiert werden.
Hierzu werden 3 dynamische Biegelinie für die elektrostatische Steifigkeit untersucht:
die statische Biegelinie (??), die Näherungsbiegelinie einer konventionellen Platte und
einer Platte mit großer Zentrumsmasse (rmass � 1). Auch die elektrostatische Steifig-
keit, und damit die Erweichung der Struktur, nimmt mit zunehmender DC-Auslenkung zu
(Abb. 1.16). Außerdem ist die elektrostatische Steifigkeit kleiner, wenn die dynamischen
Näherungsbiegelinien, statt der statischen Biegelinie, verwendet werden.
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Abbildung 1.16: Dargestellt sind die normierte elektrostatische Steifigkeit auf Basis der
statischen Kennlinie und der dynamischen Näherungskennlinie für ei-
ne konventionelle Platte (rmass = 0, c = 3.2695) und für eine Platte mit
großer Zentrumsmasse (rmass = 10.13, c = 2.01) bei veränderlicher DC-
Auslenkung.

Wie beim Wandlerfaktor wird eine relative Abweichung der elektrostatischen Steifigkeiten

knorm
approx − knorm

stat

knorm
stat

100% (1.61)

definiert. Bei kleinen DC-Auslenkungen beträgt die Abweichung zwischen den Modellie-
rungsansätzen für eine Struktur mit großer Zentrumsmasse rmass = 10.13 � 1 bis zu
−35%. Mit zunehmender DC-Auslenkung verringert sich diese Abweichung allerdings
(Abb. 1.17). Aber auch die elektrostatische Steifigkeit ist im Kleinsignalbetrieb durch den
Pull-In-Punkt beschränkt, sodass am Pull-In-Punkt noch eine Abweichung von −7.54%

bei einer konventionellen Platte und von −28.78% bei einer Platte mit großer Zentrums-
masse auftritt.
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Fig. 4. Normalized electrostatic stiffness in dependence of the static deflec-
tion.

than 10% smaller, but for a plate with a large center mass
(rmass = 10.13 > 1) the stiffnesses differ by up to −35%
(Fig. 5). Even at the pull-in point, the electrostatic stiffness
with superimposed deflections is about 29% smaller. After
the pull-in the presented model is not valid, because the
vibration behavior [6]. In both cases the deviations reduces
as the deflection increases.

Similarly an evaluation of the transformation factor can be
done, revealing also a reduced transformation factor for a plate
with a large center mass.

III. COMPARISON WITH FEM RESULTS AND MEASURED
DEFLECTIONS

The analytical results are compared with numerical pre-
stressed eigenfrequency calculations. A substructure approach
with one sixth of a single plate actuator and a roof structure
was used for the finite element model (FEM) (Fig. 6). An
modal analysis was performed after prestressing the structure
with a static analysis in ANSYS (17.2, USA). The electrostatic
excitation was realized with Trans126 elements.

The obtained numerically calculated results are compared
with the analytical calculations based on a single deflection
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Abbildung 1.17: Relative Abweichung zwischen statischer und genäherter elektrostati-
scher Erweichung.

1.4.2 Modellierung der akustischen Last

Basierend auf der Annahme, dass sich die Dachstruktur homogen auf und ab bewegt,
kann diese als kreisrunder Kolben angenommen werden. Die akustische Impedanz eines
Kolbenstrahlers in einer ebenen Wand

Zac =
F

ẇ
= ApistonZ0


1− J1(2kaRoof)

kaRoof︸ ︷︷ ︸
Dämpfung

+ j
H1(2kaRoof)

kaRoof︸ ︷︷ ︸
Masse


 (1.62)

mit der Schallkennimpedanz Z0 = ρ0c0 beschreibt die Last, die ein Fluid auf einen bewe-
genden kreisförmigen Kolben mit der Fläche Apiston = πaroof ausübt [31]. Die Funktionen
J1 und H1 sind die Besselsche Funktion erster Ordnung und die Struve-Funktion erster
Ordnung [31]. Die Wellenzahl

k =
ω

c0
=

2π

λ
(1.63)

ist indirekt proportional zur Wellenlänge λ der ausgesendeten Wellen ab. Somit hängt die
akustische Impedanz eines Kolbens sowohl vom umgebenden Fluid, als auch von der
lateralen Größe des Kolbens und der Anregekreisfrequenz ω ab. Als Radius des Kolbens
wird für eine sechseckige Dachgeometrie die Kantenlänge aRoof der gesamten Struktur
verwendet.
Die akustische Impedanz beschreibt bei einer vorgegebenen Geschwindigkeit ẇ die Ge-
samtkraft, die auf die komplette Dachstruktur wirkt, d.h. die integrierte Druckverteilung
des umgebenden Mediums auf die Struktur. Für die Modellierung wird angenommen,
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Fig. 5. Relative deviation between the normalized electrostatic stiffnesses
based solely on the static deflection shape and on the superposition approach.
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Fig. 6. Substructure FEM model of a CMUT with mechanically coupled plate
actuators.

shape and the superposition approach. The mechanical lumped
parameters are calculated according to [2]. The eigenfrequen-
cies reduce with increasing DC voltage in all investigated cases
as result of the electrostatic stiffness (Fig. 7). The reduction of
the eigenfrequency calculated with the single deflection shape
approach is larger than for the numerical and superposition
based results. FEM and superposition eigenfrequencies differs
with less than 1.5%, while the deviation is up to 18% for the
large DC voltages and the conventional approach.

The surface-averaged deflection of a mechanically coupled
CMUT was measured with a digital holographic microscope
(DHM) (LynceeTec, R-Series, Switzerland) [2]. The exper-
imental results show a DC-voltage-dependent amplitude at
2.58MHz, increasing from 7.74 nm to 17.33 nm if the DC
voltage is increased by a factor of 2.5. A frequency reduction
with increasing DC voltage is not observed. Possible reasons
are deviations from the model assumptions, e. g. a non-uniform
roof motion, or small applied DC voltages in comparison to
the pull-in voltage. Low DC voltages with small DC deflection
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Abbildung 1.38: Vergleich der Eigenfrequenzen, welche mittels FEM und mittels des prä-
sentierten analytischen Modells berechnet sind in Abhängigkeit von der
DC-Spannung. Die Ergebnisse gelten für eine Struktur mit einer Säulen-
bedeckung von 4%.

Während die Eigenfrequenz, basierend auf dem Superpositionsansatz, und die numeri-
sche Eigenfrequenz mit weniger als 1.3% voneinander abweichen, ergibt sich mit dem
konventionellen Modellierungsansatz eine um 18.2% geringere Eigenfrequenz bei einer
Gleichspannung von 100V (91% UPI). Die FEM-Ergebnisse bestätigen somit, dass der
Superpositionsansatz, bei dem die dynamischen Biegelinie berücksichtigt wird, für die
Modellierung der elektrostatischen Steifigkeit besser geeignet ist als ein konventioneller
Berechnungsansatz.

1.5.3 Harmonische Analyse im statischen Arbeitspunkt

Ziel dieses Abschnitts ist ein Vergleich der analytischen Auslenkungsübertragungsfunk-
tionen mit numerischen Ergebnissen. Hierfür wurde das 3D-Modell oberhalb der Dach-
struktur um einen akustischen Wellenleiter mit dreieckigen Querschnitt erweitert (Abb. 1.39).
Der akustische Wellenleiter wurde mit Fluid220-Elementen vernetzt. An der Grenzfläche
zwischen Struktur und akustischen Raum ist die FSI-Randbedingung (Fluid-structure in-
terface - FSI) definiert worden, um die bidirektionale Kopplung zwischen den Domänen
herzustellen. Mithilfe von PML-Elementen (Artificially matched layers - PML) am Ende
des akustischen Wellenleiters wird die Freiraumabstrahlung simuliert.
Der Wellenleiteransatz zur Modellierung der akustischen Domäne ist zulässig, wenn sich
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Fig. 7. Comparison between numerically and analytically calculated eigen-
frequency in dependence of the DC voltage.

2 EXPERIMENTELLE CHARAKTERISIERUNG UND VALIDIERUNG
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Abbildung 2.12: test.

unter DHM: c044, c59 (IOP präsentiert)
44 = 30s, 59 = 50r
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Fig. 8. Surface-averaged deflection of a mechanically coupled CMUT
measured with a DHM.

correspond to small electrostatic stiffnesses.

IV. CONCLUSION

An approach modeling the small signal electrostatics of a
CMUT with mechanically coupled plate actuators was pre-
sented. The model takes the difference between static and
dynamic deflection shape of a circular plate actuator into
account. Both the electrostatic transformation factor and the
electrostatic stiffness reduce when the superposition approach
is utilized. For a CMUT with a large roof mass the elec-
trostatic stiffness is from about 29% to 35% smaller than
a conventional single deflection shape modeling approach
would predict. Exemplary FEM simulations confirm a smaller
eigenfrequency reduction with less than 1.5% deviation. Ex-
perimental DHM results verify electrostatic behavior with a
DC voltage dependent amplitude.
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